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Abstract 
This article discusses the dynamic response of Bernoulli-Euler straight beam on elastic supports subjected to moving load with variable 

velocity. An engineering approach for determination of the dynamic effect from the moving load on the stressed state of the beam has been 
developed. A dynamic coefficient, a ratio of the dynamic to the static deflection of the beam, has been defined. Generalization of the R. 
Willis’ equation has been carried out: generalized boundary conditions have been introduced; the force of inertia from normal acceleration, 
Coriolis force and reduced beam mass have been taken into account. The influence of the boundary conditions and kinematic characteristics 
of the moving load on the dynamic coefficient has been investigated.  
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1. ВЪВЕДЕНИЕ 

Движещият се по греда товар причинява огъвни тре-
птения, следствие на което в гредата възникват по-голе-
ми напрежения в сравнение със случая на статично дей-
ствие на същия товар. Вибрации от този тип се срещат 
в много инженерни обекти, като например мостове, же-
лезопътни релси, главните греди на мостови кранове и 
др. Възникването на този инженерен проблем е свърза-
но със строежа и експлоатацията на железопътни съо-
ръжения. Първият математичен модел на еластичната 
линия на права греда на Bernoulli – Euler, натоварена с 
движещ се с постоянна скорост v  товар, е получен от 
проф. R. Willis през 1849 г. за случая на ставно закрепе-
ни краища (фиг. 1): 
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Фиг. 1. Модел на ставно закрепена греда  

с подвижен товар 
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където w е провисването на гредата под товара, Q  и v  

са тегло и скорост на товара, g  е земното ускорение,   

и EJ  са дължина и коравина на огъване на гредата.  
Приближено решение на (1) е показано в [1]. Пълно 

решение, отначало във вид на редове, а след това в зат-
ворена форма, е получено от G. G. Stokes през 1849 г. 
Числен подход за решение на (1), основан на метода на 
Runge, е приложен за пръв път от Н. П. Петров през 
1903 г. Както се вижда от (1), масата на гредата е прене-
брегната и системата „греда – подвижен товар” е сведе-
на до такава с една степен на свобода, имаща постоянна 
маса и променлива еластичност.  

Противоположният модел на поведение на еластич-
ната линия на греда със ставни краища под действие на 
подвижен товар е когато масата на същия се пренебрег-
ва, респ. се отчита само разпределената маса на гредата. 
Решението на този проблем е получено от С. П. Тимо-
шенко през 1922 г. за случая на постоянна по големина 
сила и на хармонична смущаваща сила [1]. На тази ос-
нова Тимошенко предлага приблизително решение на 
проблема, когато се отчита и масата на движещия се то-
вар: първоначално се решава задачата с принудените 
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колебания на гредата под действие на постоянна сила, 
равна на теглото на товара, движеща се с постоянна 
скорост; на базата на получените премествания на 
точките от еластичната линия на гредата се съставя 
израз за инерционата сила на товара, който се прибавя 
към статичното тегло.  

През последните десетилетия са направени много 
решения на модели на греди, подложени на движещ се 
товар в различни инженерни приложения: греда върху 
еластична основа – Винклерова основа [2-5], визкозо-
еластична основа [6-8], нелинейно-еластична основа [9, 
10] еластична основа, моделирана чрез пружини с раз-
лична коравина [11]; проста хоризонтална ставна греда 
[12-26]; наклонена проста греда [27]; съставна греда 
[28]; непрекъсната греда [29, 30]; греда върху еластич-
ни опори [31]; греда с обобщени гранични условия [32]. 
От гледна точка на модела на напрегнато и деформира-
но състояние преобладават греди на Bernoulli – Euler [1-
36] пред греди на Тимошенко [37, 38]. Преобладава 
аналитичният подход за решение пред крайно-елемент-
ния [11, 20, 21]. Някои от моделите се отнасят за пред-
варително напрегнати греди посредством осов товар на 
натиск [2, 5, 14, 22]. Преобладават моделите, в които не 
се отчита масата на подвижния товар. В [12] инерцион-
ният ефект от преминаващия товар е намерен числено, 
посредством  - метода на Newmark, и е включен след 

това в силовата функция на товара. В [19] е отчетена 
масата и масовия инерционен момент на подвижния то-
вар, който се движи с постоянно хоризонтално ускоре-
ние, както и инерционния ефект от завъртане на сече-
нията на гредата. Не е отчетен обаче инерционния 
ефект от масата на товара непосредствено върху напре-
чните колебания на гредата, а само чрез силата на тег-
лото и на инерционната сила от хоризонталното ускоре-
ние на товара.  

В мнозинството публикации е разгледан случая на 
постоянна скорост на товара. Изследване на влиянието 
на ускорението е направено в [19, 32]. Преобладават 
моделите с постоянна големина на подвижния товар. В 
[32] е направен модел с подвижна сила, променяща се 
по големина по хармоничен закон. В [5] подвижната си-
ла се променя експоненциално по големина и е прило-
жен числен подход – методът на крайните разлики. В 
някои от моделите е приложен динамичен абсорбер [16, 
24], движещ се по оста на гредата.  

Модели на по-сложни обекти – съответно мостова 
система, която е изследвана в режим на резонанс, и мо-
дел на превозно средство, са направени в [33, 34].  

Прави впечатление, че моделите на двуподпорни 
греди се отнасят главно до ставно-свързани краища, ко-
ето има логично обяснение: честотното уравнение е 
най-просто, а от там и общото решение в безкрайни 
тригонометрични редове.  

Обикновено в инженерната практика техническите 
решения на закрепване преполагат линейна и ъглова 
еластичности на краищата на гредата. Например такъв е 
случаят на закрепване на главната греда на мостов 
кран, когато същата е закрепена посредством плоча и 
фланцови съединения за челните греди; еластичността 
на ъгловите връзки в двата края на главната греда се 
предопределя от коравината на усукване на челните 
греди. Същевременно, поради огъване на челните гре-
ди, краищата на главната греда са еластично подпряни.  

Следователно обобщен модел на двуподпорна греда е 
необходимо да се използва – греда върху еластични 
опори с наложени еластични ъглови връзки, огранича-
ващи завъртанията на крайните сечения при огъване.  

Усилията на изследователите са насочени към моде-
лиране на напречните колебания на гредата под дейст-
вие на преминаващ товар [2-38], като акцентът е поста-
вен върху изучаване на поведението на математичния 
модел. Този подход има своите незаменими предимст-
ва, например при изучаване на резонансните режими на 
работа, греди върху еластична основа и др. Същевреме-
нно получените решения са достатъчно сложни, за да 
не се нуждае от изчислителна техника и съответен соф-
туер крайния потребител, т. е. инженерът – конструк-
тор. Крайно-елементните решения носят всички преди-
мства и недостатъци на числените решения. За инжене-
ра  - конструктор в много случаи на двуподпорни греди 
е необходима по-проста формула, която в първо приб-
лижение да му предложи решение. В този аспект възмо-
жен подход за решение е обобщение на уравнението на 
R. Willis. Няколко аргумента има в полза на тази идея: 

 В инженерните приложения еластичната линия на 
двуподпорна греда съответства на основния си полутон 
при свободни колебания, а презумпцията е, че работни-
ят режим е извън резонансен. Следователно е целесъоб-
разно да се приложи подходът на R. Willis за получава-
не на динамичното провисване; 

 Практиката показва, че огъвните напрежения в 
двуподпорна греда са най-големи, когато товарът е ед-
накво отдалечен от двете опори. В модела може да се 
включи редуцираната маса на гредата за това положе-
ние на товара; 

 Следствие огъването на гредата товарът се движи 
по крива, поради което в модела може да се включи 
инерционната сила не само от напречните премества-
ния, но и от нормалното и кориолисовото ускорения. 
Последното възниква следствие завъртанията на сече-
нията на гредата. При това, ъгълът между векторите на 
преносната ъглова скорост и релативната скорост на то-

вара е 090 ;  
 В допълнение, този подход позволява по-лесно да 

се изследва ефектът от хоризонталното ускорение на 
товара.  

Основна цел на стаията е посредством инженерен 
подход да се получи опростен математичен модел на 
динамичния ефект от движение на товар по двуподпор-
на греда от типа Bernoulli – Euler с наложени еластични 
ъглови връзки. 

 
2. ОБОБЩЕН МАТЕМАТИЧЕН МОДЕЛ 
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Фиг. 2. Модел на еластичната линия с подвижен товар 
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Динамичното провисване  t,xw  на еластичната ли-

ния на гредата (фиг. 2) под товара се представя като: 
     xytPt,xw  , (2) 

където  xy  е провисване под действие на единична 

сила, а  tP  е еквивалентен динамичен товар. Последният 

включва нормална реакция от товара към гредата, инерци-
онна сила от приведената маса на гредата 
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и сила от редуцираното тегло redG  на гредата.  

Нормалната реакция от товара към гредата е сума от 
статичното тегло Q  на товара, от инерционна сила от 

вертикално преместване (провисване) на гредата 
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от инерционна сила от нормалното ускорение na , след-

ствие от движение на товара по крива(кривината е от-
рицателна за приетата координатна система от фиг. 2), 
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от инерционна сила от кориолисовото ускорение на 
товара, следствие от завъртане на сеченията 
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За динамичното провисване  t,xw  следва: 
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Нека  tvv  . Тогава, след смяна на реда на 

диференциране: 
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От друга страна: 
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След заместване на (4) и (5) в (3): 
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3. СЪЩНОСТ НА ИНЖЕНЕРНИЯ ПОДХОД 

Въвежда се понятието „динамичен коефициент” dk , 

който показва колко пъти се увеличава статичния товар 
върху гредата, следствие движението на товара: 
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където   xw  е провисването на гредата от статичния 
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Зависимост (9) се представя като: 
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Определянето на dk  се извършва чрез последовате-

лни приближения: 
 В първо приближение се полага:  
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tC 















  

или: 
     22

d
3

d 1k    

За  3
dk следва: 

  323
d 1k    

 В n тата итерация: 
  n32n
d ...1k    
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Тъй като винаги 10  , то dk  се представя по 

този начин като безкраен геометричен абсолютно 
сходящ ред. За dk  следва: 

 



 1

1
klimk n

d
n

d  (13) 

където: 

         red2

2

GQ
dx

xdy

g

tv

dx

xyd
tC 















  (14) 

 

4. ОПРЕДЕЛЯНЕ НА РЕДУЦИРАНОТО ТЕГЛО 
НА ГРЕДАТА 

Редуцираното тегло redG  се определя за центъра на 

сечението на симетрия на гредата, на базата на 
равенство на кинетичните енергии на гредата, имаща: 
(i) разпределена маса; (ii) маса, съсредоточена в 
центъра на сечението на симетрия (фиг. 3): 

 

X X1P 
redG

2 2

)x(y1

2x
)x(y1



 
Фиг. 3. Схема за определяне на редуцираното тегло 

 

 
 




















2/

0

2

2
x1

1
red dx

xy

xyG
2G




, (15) 

 

където G  е тегло на гредата, а метричните величини са 
означени на фиг. 3:   е дължина на гредата,  xy1  e 

провисване под действие на единична сила, приложена 
в центъра на сечението на симетрия. На фиг. 3 с X  са 
означени реактивните моменти в ъгловите връзки, като: 

k8

l
X


 , (16) 

където: 

c

EJ16
к


 , (17)  

а c  e коравина на ъгловите връзки. Двата гранични 

случая (диаметрално противоположни ) са: греда с ко-
раво запънати краища - c , а  0k  ; греда със 

ставно свързани краища - 0c  , а k . 

Провисването  xy1  се дефинира като суперпозиция 

от провисванията в две прости греди: 

     xx
EJ2

X
x4x3

EJ48

1
xy 232

1    (18) 

 
След заместване на (16)-(18) в (15), интегриране и 

съответни преобразувания се получава:  
GG redred  ,  

където 

280k280k70

104k117k34
2

2

red 


   

е коефициент на редукция на масата на гредата и очеви-
дно зависи нелинейно от k , респ. от коравината на ъг-
ловите връзки. За греда с кораво запънати краища 
( 0k  ): 

 
35

13
mink red0kred 


  (19) 

За ставна греда ( k ): 

 
35

17
klimmax red

k
red 


  (20) 

Както се вижда от (19) и (20), начинът на огранича-
ване на завъртанията на крайните сечения не влияе съ-
ществено на редуцираното тегло. 

 

5. ОПРЕДЕЛЯНЕ НА ФУНКЦИЯТА )(xyy   

Функцията )(xyy  се намира чрез принципа на су-

перпозицията (фиг. 4), като сума от провисванията в 
три прости греди под действие на единична сила 1P : 

       xyxyxyxy XXP 21
  

или:  
        xFXxFXxFxy 2211P   (21) 

където:  

   
EJ

xx
xFP 



3

22 
 , 

   xxx
EJ

xF 223
1 23

6

1



 , (22) 

   xx
EJ

xF 23
2 6

1



 , 

са функции на формата на еластичната линия. 
 

1P 

1X

2X+

+
xyP

xy
1X

xy
2X  

 

Фиг. 4. Принцип на суперпозицията за определяне на  xy  
 

Моментите 2,1i,X i   са реакции в наложените ела-

стични връзки в двата края на гредата под действие на 
единична сила 1P . Например чрез силовия метод, 

2,1i,X i   се получават като корени на системата 

P

P

X
c

X

XX
c

2222121

1212111

1

1
































 

а именно:  
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2

22
2
21

211222

2

2

11
2

12

122111

1

1

1

1

1





































































c

c
X

c

c
X

PP

PP

 (23) 

където c  е коравина на ъглова връзка; 

     
.

EJ6

xxx
,

EJ6

x2xx

,
EJ6

,
EJ3

P2P1

21122211






















 (24) 

След заместване на (24) в (23) 

   

   
x

k

kx

k

x

k

k
X

x
k

kx

k

kx

k

k
X

1

2
2

1
2

3

1

2
2

1

2
2

1

2
2

3

1

2
1

3

121

3

12

3

142

3

12
















 (25) 

където: 

16

3
1

64

3

2
1

2

2

1

k
k

kk
k




, 

а k  се определя от (17). 

Втората производна 
 
2

2

dx

xyd
 на (21) е: 

 





222222

111111P2

2

FXFX2FX

FXFX2FXF
dx

xyd

 (26) 

Интерес представлява изразът: 

 

2

2

2


x

dx

xyd
, 

тъй като в сечението на симетрия на гредата огъвното 
напрежение в ръбова точка е най-голямо по абсолютна 
стойност. След заместване на (22) и (25) в (26), извърш-
ване на съответните диференцирания, полагане на 

2/x  и преобразования, за  2/y   следва: 

   k
EJdx

xyd

x







2

2

2

, (27) 

където: 

 
64323

85
2

2





kk

kk
k   

За греда с кораво запънати краища ( 0k ): 

 
8

1
0   (28) 

За ставно свързани краища ( k ): 

 
3

1

k

64

k

32
3

k

8

k

5
1

limklim

2

2

kk








  (29) 

Предвид (28) и (29), ако constv  , от (14) следва, че 
за греда с кораво запънати краища коефициентът   
намалява 67.2 пъти в сравнение със случая на ставно 
закрепване. 

 
6. ИЗСЛЕДВАНЕ НА ДИНАМИЧНИЯ  

КОЕФИЦИЕНТ  

6.1. Товарът се движи с постоянна скорост 
Изследването се извършва за положението на това-

ра, когато същият е по средата на гредата. Като се вземе 
предвид (12) и (27), зависимост (14) получава вида: 

   k
EJg

vGQ red  24 
 , (30) 

а коефициентът на динамичност (13) е: 

   k
EJg

vGQ
k

red
d

24
1

1




 . 

 

3
1 2 3

4

5

6
7

8

9

 

Фиг. 5. Зависимост на коефициентът на динамичност от 
скоростта на товара за различна ъглова 

коравина: ,102 11 MPaE   40022.0 mJ  , kNQ 50 , 

kNG 20 , m20  

 

2
3

4

5

6

1

 

Фиг. 6. Зависимост на коефициентът на динамичност от 
скоростта на товара за различна дължина на 

гредата: ,102 11 MPaE   40022.0 mJ  , kNQ 50 , 

kNG 20 , 15k  
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44

44

44

44

008.08;007.07

006.06;005.05

004.04;003.03

002.02;001.01

mJmJ

mJmJ

mJmJ

mJmJ







 1

2

3
45

6
7

8  

Фиг. 7. Зависимост на коефициентът на динамичност от 
скоростта на товара за различна огъвна коравина на 

гредата: ,102 11 MPaE   m20 , kNQ 50 , 

kNG 20 , 15k  
 
На фигури 5, 6 и 7 е показана зависимостта на кое-

фициентът на динамичност dk  от скоростта на товара.  

Очевидно, при големи скорости dk  нараства значител-

но. Коравината на ъгловите еластични връзки влияе съ-
ществено върху dk  - например при s/m30v  , dk  

нараства с почти 25% при ставно закрепени краища в 
сравнение със случая на идеално запъване (фиг. 5). С 
увеличаване на дължината на гредата, при равни други 
условия, dk  нараства (фиг. 6), като тази тенденция е по-

значима при високи скорости. С намаляване на огъвна-
та коравина на гредата, dk  се увеличава значително 

(фиг. 7). Неограниченото увеличаване на огъвната кора-
вина посредством увеличаване на инерционния момент 
J  довежда до 0  (виж (30), (29) и (17)), а от там до 

1kd   отдясно.  

 
6.2. Влияние на ускорението върху коефициента 

на динамичност 
Зависимост (14) може да се представи във вида: 

av   ,  

където:  
 

   
2

22
red

v
dx

xyd

g

vGQ4 
 , (31) 

 
   

dx

xdy

g

aGQ red
a


   

 

са компоненти, отчитащи влиянието съответно на ско-
ростта и ускорението на товара върху коефициента на 
динамичност. 

 

Както се вижда от фиг. 8, екстремумите на 
 

dx

xdy
 и  

 
 

 
2

2

dx

xyd
 са дефазирани: в сечението на симетрия, където 

провисването е най-голямо и компонентата v  има екс-

тремум, компонентата a  приема стойност 0.  

 

  xy

  
dx

xdy

  
2

2

dx

xyd

 

4

11

m0022.0J

Pa102E

m20L

4k








 

Фиг. 8. Провисване от единична сила  под подвижния товар 
 и производните му 

 

 v

 a
 

 m,x

 

 

4k

N20000G

N50000Q

m20L

m0022.0J

Pa102E
4

11









 
Фиг. 9. Зависимост на  , v  и a  от x  за единични 

стойности на скоростта и ускорението на товара 
 

На фиг. 9 е показана зависимост на коефициента   
и компонентите му v  и a  във функция от координа-

та x , отчитаща положението на товара, за единични 
стойности на скоростта и ускорението  0a  . Макси-

малната стойност на   е изместена от сечението на си-

метрия по посока на нарастване на x  и е при 
8

5
x  . 

Ако беше прието отрицателно ускорение, a  си проме-

ня знака, а максималната стойност на   си остава съ-

щата, но е в сечение с абциса 
8

3
x  . Ускорението са-

мо по себе си влияе върху динамичния коефициент в 
същата степен, с каквато скоростта влияе. Само, че това 
влияние на ускорението не се отнася за сечението на 
симетрия на гредата, т. е. за застрашеното сечение.  В 
зависимост от закона на движение на товара, теоретич-
но е възможно да се окаже, че не сечението на симетрия 
на гредата е застрашено.  
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4k

N20000G

N50000Q

m20L

m0022.0J

Pa102E
4

11









  xw

  t,xw

1 2 3

 

0a;s/m20v3

s/m5a;s/m15v2

0a;s/m15v1

0

2
0

0






 
 

Фиг. 10. Сравнение между статично и динамично провисване 
за различни кинематични параметри на движение на товара 

 
Практическо значение има случая, когато consta  , 

т. е.: 
atvv 0  ,  

където 0v  е скоростта на товара за 0x  . Целесъобраз-

на е трансформацията: 

 
v

0

x

0

dxavdv , 

откъдето: 
2
0vax2v   (32) 

 

От (2), (7) и (8) за динамичното провисване следва: 
 

     xyGQ
1

1
t,xw red





, (33) 

 
където компонентата v  на  , зависимост (31),  пред-

вид (32), получава вида: 
 

    
2

22
0red

v
dx

xyd

g

vax2GQ4 
   

 
На фиг. 10 е показано сравнение между статичното 

и динамичното провисване, зависимости (8) и (33), за 
различни кинематични параметри 0v  и a  на движение 

на товара. Застрашено е сечението на симетрия на гре-
дата, а динамичният ефект от движение на товара, спря-
мо статичното провисване, е под 10%. 

 
7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Разработен е инженерен подход за определяне на 
динамичния ефект от преминаващ товар върху напрег-
натото състояние на права, двуподпорна греда с нало-
жени еластични ъглови връзки. Дефиниран е динами-
чен коефициент, като отношение на динамичното про-
висване към статичното такова. Извършено е обобще-
ние на уравнението на R. Willis.  За целта са въведени 
на обобщени гранични условия. Отчетени са инерцион-
ните сили от нормалното и кориолисово ускорение на 
товара, както и масата на гредата. Изследвано е влияни-
ето на граничните условия и кинематичните характери-
стики на движещия се товар върху динамичния коефи-
циент. Показано е, че при съвременни скорости, дина-
мичният ефект е под 10%. 
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